Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di AM210

A.A. 2013-2014 - Docente: Prof. G.Mancini
Tutore: Andrea Nardi
Soluzioni 8 - 10 Dicembre 2013

1. Procediamo come nelle soluzioni del precedente tutorato:
(a) ¥/ (x) = y(x)sin(z) + sin(2z) : Sia y(z) = u(x)v(z), cosi che
y'(z) = y(z) sin(z)+sin(2z) < v(z) W (x)—u(z) sin(x)|+u(z)v'(z) = sin(2z) .

Consideriamo u/(z) — u(x)sin(xz) = 0 e cerchiamo la sua soluzione:

= sin(z) <= log(u(x)) = — cos(x) <= u(x) = e~ @),
Sostituendo la u(z) trovata otteniamo che
e @)/ (z) = sin(2z) <= v'(z) = sin(22)e°*®) = v(z) = /sin(2m)eC°S(I) dx.
Ma
/Sin(Qx)eCOS("’) dr = 2/sin(m) cos(x)e @) dT=(cos(z)=t) —Z/tet dt =
= —2(te! — &) + ¢ = —2e°®) (cos(x) — 1) + ¢ = v(x).
Quindi
y(z) = u(z)v(z) = e~ @ [—2e°5®) (cos(x)—1)+¢] = 2—2 cos(z)+ce™ @)
Imponendo il dato iniziale abbiamo che
—2=y(0) =ce™! = ¢ = —2e = y(z) = 2 — 2cos(x) — 2e' 7@

log(y(x)):/( 1 +(x_11)2>dx:10g(x—1)—xi1+c —

x—1

1

= y(z)=K(z —1)e = 1.

Imponiamo il dato iniziale:
1=y(2) =Ke™' = K =e=>y(a) = (v — 1)e ;
(c) ¥"(x) =2y (z) +y(x) =2 : P(a)=a®—2a+1=(a—1)? quindi

yo(x) = Ae” + Bxe®.



La soluzione particolare sarda yp(z) = K; + Kax.
Essendo yp(x) = K2 e y%(z) =0, abbiamo che

Ky —
yp(r)=2yp(2)+yp(z) = 7 <= K1 —2Ko+ Koz = v <= {Kl .
2 =
Dunque yp(xz) =2+ 2, quindi
y(x) = Ae® + Bxe® +z+2 .

Essendo y'(z) = (A+ B)e® + Bxe® + 1 si ha che

y'(0) =2 A+B+1=2 A=1 .o
= — e quindi
= A+2=3 B=0

y(x) =" +a+2;
(d) y""(z) +y"(z) — 2" (z) — 3y'(x )73y( ) =2*: abbiamo che
P(a) = a* + o — 202 —304—3—( 3)(a +a+1), quindi
yo(x) = AeV3 4 Be V3% 4 Ce™ % cos (?m) + De™ % sin <\2@x> .

La soluzione particolare sard yp(z) = K12? + Koz + K3.
Essendo yp(z) = 2K 12+ Ko, yh(x) =2K1, yF(z)=yf'(z)=0
abbiamo che

v¥' (@) + B (@)  2p(e) — Byb(a) - Byp(e) = o® =

[

—[4K1+3K2+3K3+3(2K1+K2) +3K1$ ]—1‘ ==
4K +3(K2 + K3) =0 Ky =-1

= (2K +K,=0 = (K= 2
-3K; =1 Ky =-2

1
——(32% — 62 +2).

:>yp(£l,'): 9

Dunque
3 3 1
y(z) = AeV3* 4+ Be V3 £ Ce™ % cos <\2[ >+De 2 sin ({x) —§(3x2—6x+2).

Deriviamo:

y'(z) = V3A4eV3" — \/3Be V3" 4 3D ) ~% cos (?z) +

D V3.\ _: . (V3 2
<2+2C>e 2Sln<2$>3($1)3



y"(z) = 3v/34eV3* —3v3Be V3" +Ce % cos

Pertanto
y"(0)=0 3V3(A—B)+C =0 A-n
y'o =3 _ 3(A+B)*1(C+WD)f§:3 _ s_ii
y(0)= 2 V3(A-B)+1(V3D-C)+%=12 o
o=t A+B+C-5=1 D=0
Dunque
32 B
y(z) = 18( fz _ﬁx)_%(3$2—61}+2) _ 11 cosh(\/?:x) . 322 + 62 — 2 |

y"(z) + 4y (x) + dy(z) = cos(27) : P(a) = a? +4a +4 = (a+ 2)?,
quindi

yo(x) = Ae " + Bre ** .
La soluzione particolare sard yp(x) = K cos(2z) + Ky sin(2z).
Essendo yp(z) = —2K;sin(2z) + 2Ky cos(2z), yh(z) = —4dyp(z)
si ha che

Y () +4ys(x)+4yp(x) = cos(2z) <= 8K, cos(2x)—8 K] sin(2x) = cos(2x1) <

K, =0 sin(2z)
= = yp(z) = :
{K2 _ % yP( ) ]
Pertanto (2
y(x) = Ae %" + Bxe 2" + sm(Tx)

Essendo y/(z) = (B — 2A)e™%* — 2Bxe™ 2% + % abbiamo che

(m) =1 ~2"(B—-2A-2B ;=1 A=0
y(ﬂ)le — 67%( - ™+ 3=13 — B
y(r) =0 e *"(A+Bm)=0 B=0
sin(2z)
8 )
y""(x) — 4 ””( )+ 5y'”( ) 4y" (x) 4+ 49/ (z) = cos(z) : abbiamo
che P(a) = a® —4a* 4+ 502 — 402 + 4a = a(a? + 1) (a — 2)?, dunque

Pertanto y(x) =

yo(z) = A+ Be* + Cxe* + Dcos(z) + Esin(z).

La soluzione particolare sard yp = Kjz cos(z) + Kox sin(x).
Deriviamo:

yp(r) = Kj cos(z) + Ko sin(z) — Kz sin(z) + Kox cos(z) ;



yp(z) = —2K; sin(z) + 2K cos(z) — Kyx cos(z) — Kox sin(z) ;
yp (z) = —3K; cos(x) — 3Ky sin(z) + Kix sin(x) — Ko cos(x) ;
yp'(x) = 4Ky sin(z) — 4K cos(z) + K1z cos(z) + Kazsin(z) ;
yp"(x) = 5K cos(x) + 5Ks sin(z) — Ky sin(z) + Koz cos(z) .

Quindi

y;/)///( ) — 4y3§//( ) + 5y}§'( ) — 4y3§(x) + 4y§3 (z) = cos(z) <~

Ky —6K; =1
<= (8K3—6K1) cos(x)—(6K2+8K7) sin(z) = cos(x) < {8 2~ 6k,

6K, + 8K, =0
= K= = yp(z) = —im cos(z)+ zx sin(x). Dunque
Ky= Z VPR =750 25 Lo

2
y(r) = A+Be* +Cae* +D cos(m)—i—Esin(x)—%xcos( )+ %xsm(x)

Andiamo a derivare:

Y (%) = (2B+C)e2 4207 + (225 - D) sin(z)+ (E - 3) cos(x)+

50
2
%x sin(z) + %" cos(z) ;
Z 2 2, 4 3 .
y'(x) = (4B4+4C)e**+4Cxe "+ % — D | cos(x)+ %% — F | sin(z)+
3 2
%x cos(x) — 257 sin(x) ;
y" (@) = <8B+120>e2f+80xe2z+(1) - 265) sin(x>+(5% - E) cos(x)+
3 . 2
~50% sin(z) — 252 cos(z) ;

y" (z) = u63+320y¥1+160xehq—<D-—;2>codw%+<E——;;>snmx)+

2
fix cos(z) + —wxsin(x) ;

50 25
Pertanto
56 8 56 1
y""(0) = —38 16B+32C+ D — 5z = -3¢ A=—5
Y (0) = —23 8B+12C+ % —E=-2 B= 5
4 2
y"(0)= 0 = (4B+C)+5-D=0 — =3
y(0)=—-2 2B+C+E-3=-3 D=
y(0) =0 A+B+D=0 E=0
22(1 —2z) —1 2
= y(z) = -2z -1 ix cos(z) + —wsin(z) ;

25 50 25



(g) v'(z) + 2y (z) + 2y(z) = 4sin(2z) : Pla)=a’®+2a+2=0+=
— a=-1+i= yo(z) = Ae " cos(z) + Be " sin(z).
La soluzione particolare sard yp(x) = K; sin(2z) + K3 cos(2z).
Essendo yp(x) = 2K cos(2z) — 2K, sin(2x), yph(z) = —4yp(z)
abbiamo che

yp(x)+2yp(x)+2yp(z) = 4sin(2x) <= (4K1—2K>) cos(2z)—(4K2+2K1 ) sin(2z) =

-

4K) — 2K, =0 K =—
—4sin(2x)<:>{ ! X <:>{ !

—(4K2+2K1):4 Ky, = —

SIS TN

= yp(x) = —%(sin(Qm) + 2cos(2z)) ;

Dunque y(z) = Ae™ cos(z) + Be™“sin(x) — 2(sin(2z) + 2 cos(2z)).
Essendo

y'(z) = (B—A)e " cos(z)—(A+B)e " sin(z) — % (cos(2x)—2sin(2x))

{A
e
B

abbiamo che

{y%g) =% {—(A

Be™
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2
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y(z) = 3e% "% cos(z) — e? sin(z) — %(sin@x) + 2cos(2z)) ;

(h) " (x) +y"(z) =2y (2) = e* +xe 2* +22: Pla)=a®+a?—2a=
=ala+2)(a—1) = yo(x) = A+ Be 2% + Ce®.
In questo caso avremo tre soluzioni particolari.
La prima soluzione particolare sard yp, (x) = Kxe®.
Essendo

dn
) (x) =nKe® +yp,(z) abbiamo che

1 xT
Y (@), (@) =29, (2) = ¢ = BKe" = ¢ = K = ¢ —> yp,(2) = o ;

La seconda soluzione particolare sard yp,(r) = Kjze™2*+Kox?e 2%,
Essendo

yﬁ;2 (x) = Kie 2 4 (—2K; + 2K2)xe_2‘” — 2K,x%e7 %
yp, () = (—4K; + 2Ks)e > + (4K — 8Ks)ze " + 4Kyz’e " ;
Y (z) = (12K — 12K5)e™ 2" + (—8K + 24K )ve > — 8Kya?e " |
abbiamo che

Y (2)+yh, (2)—2yp, (z) = ze™ > <= (6K1—10K5)e” *+12Ksze > = ze 2% <=

6K, —10K5 =0 K, =2 3z +5)e 2
1 2 1 316 — yPQ(iU) — 1‘( T+ )e :
12K, =1 Ky =4 36



La terza soluzione particolare sard yp,(z) = Ksz + K22 + Kyz3.

Essendo

Yp,(x) = K3+2K,2+3Ks2°, yp, (z) = 2K4+6K5z,

abbiamo che

yi (@) +yh, (2)—2yp, (z) = 2% <= 6K5+2K4—2K3+(6K5—4K,)z—6K52* = 2* <>

6K5+2K4—2K3:O ng_%
< {6K; —4K, =0 = (Ky=—1

—6K5 =1 Ks=—4
Dunque

T (3
y() = A+ Be~2 4 Cev+ 2 L BT E

3 3

Deriviamo:
—2x

36

Y (z) = %(30—%—90—1—1)—1—6

5)6721
6

@
3

12

y%’; (l’) - 6K57

(@) =-15

1
—— (223 +32%4-9x) .

1
(5—495—6:(:2—72B)—Z(23:2+2$+3) ;

A=1
<= (B=3

C:
+ 322 4+ 9z) .

" e* e—2;c ) 1
y'(z) = 3(30—1—:5—1—2)—1— %6 (122 —495—14—}—1443)—5(2334—1).
Quindi

Y(0)=-5 = (Cr3tzg-2B-1=—1

y(0) = 6 A+B+C=6
Pertanto
y(@) =1+ 5 (@ +6)+ < (322 + 5 + 108) — — (2

3 36 12
“+o0

2. Per calcolare Z 5 sfruttiamo lo sviluppo in serie di Fourier di
n

f()=23 in Tilﬂ',ﬂ'}

Essendo f(x) una funzione dispari, gli unici coefficienti che ci interessa

calcolare sono i b,.

117 2 [T
by = f/ 23 sin(nz) dr = f/ 23 sin(nx)
- 0

) . T n o ™o
212(—1)" 6 TF 2m2(—1)" 12 g
_ ™ ( ) 7/ 1,2 COS(”J:) dr = _M_T/ xsin(ngj) dr =
n ntw Jo n n T .Jo
27%(—1)" L2 12(-1)"  2(-1)" (6
= —T+ﬁ [z cos(nx)]y = — - + 3 T 2"

1
——(22°+32%+9z2) ;

cos(nx)] + §/ x? cos(nx) dx

3
deQ{[_x
™

}:



Possiamo ora applicare l'identitd di Parseval per ottenere il valore della
serie da calcolare. Difatti

I 2 0’ 2 4 (6 2 ?
7r/7#\]"(33)| dx —|—Zan + b, <— /az dx—ZnQ T —

n=1

+oo
— iw _1442 +4W4Z 487r2;n _1442 +47* <2>—487r2 (g;) —

+oo 6 6

2 8 16 1 16 [« s
s 144 - — = —_— = — 6 —t [ — _ — .
Z ( 3" 15) 105" nzzl nb 105 (144) 945

Dobbiamo ora vedere che

= 3 M| = 3 /72 76 8
25\ ) (2w :5<6)(945>:9450-

4

Per fare questo applichiamo l'identita di Parseval a g(x) =z
Abbiamo visto (Tutorato 5) che

iR (D" S~ (D"
= — 87722 . cos(nx) — 482 - cos(nz) ,
=1 n=1

)
cioé
apg = %7‘(4
a, = 8(;;)n (72— %) per n>1
b, =0 Vn
Dunque

1

2 4 2
/ F@)? dw =5 +§:an +bn? = /x dv = o m 26 (7T2 ) —
™ —T
2 4 4 )
<:>§7r —7r + 647 E —4+2304§ ——768 E:

2 o 2 m =1 o [ 7°
Snd= = 4 2304Y " — —
=g 2577 + 647 (90>+ 30 Z 7687 (945)4:»

+oo “+o0 8

1 11 16 128\ 128 1
<~ 2304 =28 (- =—-—+-= = 18) — = _——
doE=w (9 25 45 315> 525" nz:: n8 ~ 525

n= 1

che ci dice che

Loy o
“—n® 525 \18) 9450
che é quello che volevamo.



3. Per il teorema fondamentale del calcolo si ha che V f € F, ®(f) é una
funzione di classe C! (indi continua) nell’intervallo [0, 1]. Inoltre

2

1 r 1 z 1 1
0§<I>(f)(:c):§+/0 tf(t)dt§§+/0 tdt=c+% <+

- =1.
2

Quindi ®(f) e FV f € F— ®(F) C F.

Per far vedere che & é una contrazione basta osservare che se f,g € F
allora V x € [0,1] si ha che

(-2 = 3+ [T a—g - [T o -

/0 () — g(t)) de| <

2

x x x T
< [aso -l ar< [ il ar=l—glls | 1t = 1r=gll <
Quindi

f=glleo -

DN =

1

12(f) = 2(9)lloo < FIIf — 9llo0

e pertanto ® é una contrazione in (F || - [|oo)-

4.V €0,1] siha che
U (f)(z) — U(g)(x)| = /OI [sin (tgif)l) sin (tg(i)lﬂ dt

Tl f) . ( g(t) @) —g@) N =glloo ,,
S/O Sm(t2+1>sm<t2+1>'dt§/o Wdtgfo Ty 1=

i 7r
= |If = gllec arctan(z) < Zf = glloo = [[¥(f) = ¥(9)lloc < 7 |If = glloo-
Pertanto ¥ é una contrazione in (C([0,1]), ]| - |o0)-

5. (a) Abbiamo che:

<

dx t
Essendo o
i CXO@N @) _
t—0 W
si ha che

1 . 1£_
/0 cos(p(z)t*)te (x) dt < /0 i 2.

Dunque Fy(z) é di classe ! e pertanto

1 () o)
Fy(x) :/0 cos(p(2)t*)td' () dt=(p(z)i2=s) ;bd’((x))/o cos(s) ds =

— Fifa) = g sino(0)
(b) Affinché sia F)(z) = sin(¢(z)), deve valere che ACIEY
Ma questo é vero se e solo se
¢ (x)
()

=2 <= log(¢(x)) = 2z + ¢ <= ¢(z) = Ke*.




6. (a) Consideriamo la funzione g¢:R — R definita da

Lat 1
a(t) :/o og(@)

Usando la formula di derivazione sotto segno di integrale otteniamo

che . . .
QI(t):/d<x_1> dm:/xtdxzi.
o dt \log(z) 0 +1

t
I(4) = L
Dobbiamo dunque risolvere il Problema di Cauchy: {g (O) B OtH

9(0) =
Ma 1
A
= —_— = 1
g (t) t+1<;>g(t) log(t+1)+¢
e 0=9g0)=c=c=0= g(t) =log(t +1).
Pertanto
W= [ 2Lt 10g2
= T = 10 7
T Tog(a) ®

(b) Consideriamo la funzione h:R — R definita da

h(a):/ogawctzm(a‘m(x))dx

tan(x)

Usando la formula di derivazione sotto segno di integrale otteniamo

che
2 d (arctan(atan(r)) /’z' dx
h’/ = > -~ d = - =
(@) /0 do ( tan(x) o o 1+ a?tan?(z) (y=tan(x))
+o0 d
Y ™ . ..
= /0 1+ 90 + a2 = a1 (vedi Esercizio 1 del Tutorato 5).
i i i i (@) = 5@
Dobbiamo dunque risolvere il problema di Cauchy : h(0) = 0 (a+1)
Ma
W (a) = SN h(a) = il log(a+1) + ¢
2(a+1) 2
e 0="n(0)=c=c=0= h(a) = Flog(a+1).
Pertanto

h(1) = /05 ﬁ do = glog(Z) :

(c) Consideriamo la funzione f:R — R definita da

ft) = /;OO e (i) gy,

Essendo



1 400
d d
< / @ + —Z < 400 abbiamo che
0 ﬁ 1 X

Foo 2, 2 0 2, 42
1) :/0 —%e_<m +3) dr=(,_1) /+Oo 26_<y +37) dy = —=2f(t) .
f'(t) ==2f(t)

Dobbiamo quindi risolvere il Problema di Cauchy: {f(O) ~
=2

/')
f(t)

ed essendo ¥* = f(0)=K = K = v — f(t) = VT
Dunque

= 2= f(t) = Ke™*

NB. I dati iniziali scelti per i problemi di Cauchy dell’esercizio 6 sono
stati scelti per semplicita.

Difatti per i casi (b) e (c¢) la scelta é dipesa dal fatto che le funzioni g(t)
ed h(«) in 0 sono nulle, mentre per f(¢) la scelta é dipesa dal fatto che

+oo
f(0) = / e dz 6 un integrale noto, essendo
0

0 =5 e (%) \}7?/:” = VT

a2
giacché P(z) = ‘)7 é la funzione di densita di probabilita della

distribuzione Normale con media nulla e varianza pari ad %

10



